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Вступление. Производственные функции (ПФ) от-
носят к одному из наиболее  известных инструментов 
экономико-математического моделирования. Их приме-
нение наиболее полно рассмотрено в работах [1–7]. В них 
рассмотрены требования, которым должны удовлетворять 
математические объекты, называемые производственны-
ми функциями. В этих же работах [1–7] в качестве произ-
водственных приведены функции, не удовлетворяющие 
указанным свойствам. Наличие подобных противоречий 
само по себе требует дополнительного  анализа. Это не-
обходимо ещё и потому, что их учёт или игнорирование 
существенно может сказываться на результатах идентифи-
кации этих функций [8; 9].

Анализ литературы. Производственными   называ-
ют функции нескольких действительных неотрицатель-
ных  аргументов, связывающие результат производства, 
измеренный в количественном виде,  с количеством ис-
пользованных ресурсов, затраченных на его достижение. 
В  работах [1–4]  описаны наиболее распространённые 
виды производственных функций и  указаны  области их 
применения. Рассмотрим их подробнее. Функцией с фик-
сированными пропорциями факторов (ПФ Леонтьева) на-
зывают функцию вида:

	  1 1 1 2 2min( / , / ).Y x a x a=  	 (1)
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предназначена  для   описания   двухрежимного производ-
ственного процесса, в котором один из режимов харак-
теризуется отсутствием взаимозаменяемости  факторов,  
другой – ненулевой, постоянной, но не известной заранее, 
величиной эластичности замены.

Многорежимная функция:          

	

0 0
9 1 1 2 2

1
( )

k
a a ai

i i
i

Y a x a x
=

= +∏  	 (9)

используется при описании процессов, в которых уровень 
отдачи каждой новой единицы ресурса скачкообразно ме-
няется в зависимости от соотношения факторов. Целесо
образно применять при наличии априорной информации 
о числе режимов, а иногда и о ширине «переходной» об-
ласти между режимами.

ПФ многих технологий:

	
10 1 1 2 2

1
min( / , / )

k

i i
i

Y x a x a
=

= ∑ 	  (10)

рекомендуется к применению  в тех случаях, когда выпуск 
продукции является результатом одновременного функ-
ционирования k фиксированных технологий, использую-
щих одни и те же ресурсы. 

Если рассматривать ПФ как математический объект, то 
можно, исходя из содержательного смысла задачи,  потребо-
вать выполнение  следующих условий существования ПФ.

1. Пусть вид ПФ задан с точностью до параметров, 
подлежащих определению по данным наблюдений, и име-
ет вид:

	 ( ), .y f x y= 	 (11)

2. Пусть ПФ есть  функция двух вещественных неотри-
цательных переменных x, y.

Условие 1:

	 2 1(0, ) ( ,0) (0,0) 0.f x f x f= = = 	 (12)

Условие 2: ПФ непрерывна и дифференцируема по 
каждой переменной, по меньшей мере, дважды.

 Условие 3:

	
0, 0.

f f
x y

∂ ∂
≥ ≥

∂ ∂
	 (13) 

Условие 4:

	

2 2 2

2 20, 0, 0.
f f f

x yx y

∂ ∂ ∂
≤ ≤ ≤

∂ ∂∂ ∂
	 (14)

Условие 5:

	 ( , ) ( , ).f tx ty t f x yλ= 	 (15)

Постановка задачи: Проверка выполнения условий 
(1…5) для функций (1…10).

Изложение полученных результатов.  Легко  видеть, 
что для  функций  1 8, 10,Y Y Y  выполнено только Условие 1. 

Линейная функция (3) не отвечает условию (12), так 
как ( ) ( )3 1 3 2y ,0 0, 0.x Y x≠ ≠  Это противоречит содержа-
тельному требованию, предъявляемому  к ПФ, указываю-
щему на невозможность производства при отсутствии 
хотя бы одного из ресурсов.

Эта функция предназначена  для моделирования 
строго детерминированных технологий, не допускающих 
отклонения от технологических норм использования ре-
сурсов на единицу продукции. Обычно эту функцию при-
меняют  для описания мелкомасштабных или полностью 
автоматизированных производственных объектов.

ПФ Кобба-Дугласа имеет вид:

	 2 1 2 .Y bx xγα=  	 (2)

ПФ Кобба-Дугласа –одна из наиболее изученных ПФ. 
Эту функцию используют  для описания среднемасштабных 
объектов от промышленного объединения до отрасли. 

Линейную ПФ вида:

	
3 1 1 2 2.Y a x a x= + 	 (3)

применяют  для моделирования крупномасштабных си-
стем, например, крупной  отрасли,  в которой  выпуск про-
дукции является результатом одновременного использо-
вания множества различных технологий.

ПФ Аллена:

	
2 2

4 0 1 2 1 1 2 2y a x x a x a x= − − 	 (4)

используют для описания производственных процессов, 
в  которых чрезмерный рост любого из факторов оказыва-
ет отрицательное влияние на объем выпуска. Обычно её  
используется для описания мелкомасштабных ПС с огра-
ниченными возможностями переработки ресурсов.

ПФ постоянной эластичности замены факторов (ПЭЗ 
или CES):

	 5 1 21 2( )Y a x a xγ γ δ= + 	 (5)

применяют  в случае отсутствия точной информация об 
уровне взаимозаменяемости производственных факторов 
и есть основания предполагать, что этот уровень суще-
ственно не изменяется при изменении объемов вовлекае-
мых ресурсов. Функцию ПЭЗ(CES) используют при наличии 
средств оценивания параметров для моделирования си-
стем любого уровня. Более подробно этот вопрос рассмо-
трен в работе [8].

 ПФ с линейной эластичностью замены факторов 
(LES):
	 0 3

6 1 1 1 2 2( )a aY x a x a x= + 	 (6)

рекомендуют  использовать для описания производствен-
ных процессов, у которых возможность замещения вовле-
каемых факторов существенно зависит от их пропорций.

Функцию Солоу:

	
2 4 5

7 1 1 3 2( )a a aY a x a x= + 	 (7)

можно использовать примерно в тех же ситуациях, что 
и  ПФ ПЭЗ, однако предпосылки, лежащие в ее основе, сла-
бее предпосылок ПЭЗ. Рекомендуется эта функция  в  тех 
случаях, когда предположение об однородности пред-
ставляется неоправданным. Этой функцией можно  моде-
лировать системы любого масштаба.

Ограниченная функция

	
4 5 6

8 1 1 2 2 3 1 5 2min( / , / ,( ) ),a a aY x a x a a x a x= + 	 (8)
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Условие (13) заключается в том, что выпуск продукции 
не может снижаться при увеличении количества исполь-
зуемых ресурсов. Формально это означает соблюдение   
положительности частных производных  ПФ по всем ар-
гументам. Для линейной функции вида (3) это возможно, 
если коэффициенты при неизвестных будут неотрицатель-
ными. В результате, если линейную функцию, заданную 
уравнением (3), считать производственной, то необходимо 
наложить ограничения на коэффициенты в виде: 
	 0.ia ≥ 	 (16)

Увеличения масштаба производства имеет опреде-
ленную степень однородности, которая может быть выра-
жена условием (15). Линейная производственная функция 
(3) имеет первую степень однородности, а это означает, 
что увеличение масштабов производства возможно без 
изменения производительности ресурсов.

При росте выпуска продукции может происходить 
частичное замещение одного вида ресурса другим. А это 
означает, что график поверхности, описываемой произ-
водственной функции, должен быть выпуклым вверх (чет-
вертое условие). Проверяется выполнение этого  условия 
с использованием матрицы Гессе и требует выполнения  
следующих неравенств: 

	

2 2 2

1 2 32 2 2 2
1 21 2

2
1 2 3

0, 0, ,

0.

y y y
x xx x

∂ ∂ ∂
∆ = < ∆ = < ∆ =

∂ ∂∂ ∂
∆ = ∆ ∆ − ∆ >

	 (17)

Для линейной функции (3) значения 0, 1,2,3, 0,i i∆ = = ∆ = 
0, 1,2,3, 0,i i∆ = = ∆ = и условие (17) не выполнено для всех значений ia . 

Рассмотрим ПФ Аллена, уравнение которой имеет вид 
(4), и проверим выполнения условий, позволяющих счи-
тать ее производственной функцией. Условие (12) не вы-
полнено в полной мере, так как ( ) ( )4 1 4 2y ,0 0, 0.x Y x≠ ≠

Условие (12) выполняется при определенных огра-
ничениях на коэффициенты ia  уравнения (4), а именно 

0.ia >  Рассмотрим данные ограничения: 		

0 2 1 1
1

2 0,
y

a x a x
x

∂
= − ≥

∂

	       0 1 2 2
2

2 0.
y

a x a x
x

∂
= − ≥

∂
	 (18)

 
Используя выражение (18), получаем следующие не-

равенства:

	
0 2 1 1

0 1 2 2

a 2

2

x a x

a x a x

≥

≥
.	 (19)

Из неравенств (19), допуская, что 0,ix >  0,ia >  полу-
чаем следующие ограничения на коэффициенты: 

	

0 1

1 2
2 2 2 2 1 2

0
1 1 2 0 1 0

2
2 2 2 4

.
/ / 2

a x
a x

a x a a a a
a

x x x a a a

≥

≥ ≥ ≥ ≥
	 (20)

Домножив обе части (20) на 0a , получаем следующее 
неравенство:
	 2

0 1 24a a a≥ .	 (21)

Итак, условие (13) для функции Аллена выполняется, 

когда 0ia >  и 2
0 1 24 .a a a≥  В случаи 0ia < , условие (13) бу-

дет выполнено при 2
0 1 24a a a≤ .

Условие однородности (15) для функции Аллена имеет 
вид: 

	 ( ) ( )2 2 2
0 1 2 1 1 2 2 .y x a x x a x a x y xλ λ λ λ λ λ= − − = 	 (22)

 Степень однородности равна 2, т. е. больше 1, а это 
означает, что увеличение масштабов производства обе-
спечивает эффективность ресурсов.

Проверим, при каких ограничениях на параметры 
выполнено условие выпуклости вверх графика поверх-

ности, заданной уравнением (4). Значения , 1,2,3,i i∆ = ∆  

при условии 0ia >  принимают следующие значения: 
2

1 1 2 2 3 0 1 2 02 0, 2 0, , 4a a a a a a∆ = − < ∆ = − < ∆ = ∆ = − . Усло-
вие выпуклости вверх выполняется при следующем огра-
ничении:
	 2

0 1 24 .a a a< 	 (23)

Если 0,ia <  то условие выпуклости вверх не выполня-
ется ни при каких значениях параметров.

При проведенном анализе ограничений на параме-
тры функции Аллена можно сделать вывод, что условия 
(21) и (22) противоречат друг другу. Исходя из этого, функ-
ция Алена не удовлетворяет условиям (13) и (14). Произ-
водственная функция Кобба-Дугласа (2) является самой 
распространенной из всех производственных функций. 
Данная функция является мультипликативной и удовлет-
воряет требованию (12). Частные производные данной 
функции имеют вид:
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	 (24)

Условие (13) выполнено для всех значений 0, 0.α γ> >
Степень однородности функции Кобба – Дугласа равна 

.α γ+
Для проверки условия (14) рассмотрим частные про-

изводные второго порядка:
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	 (25)

Проверим выполнение условия (14) используя глав-
ные миноры матрицы Гессе и следующие обозначения:
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2 2 2

1 2 32 2 2 2
1 21 2

2
1 2 3

0, 0, .

0.

y y y
x xx x
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∆ = < ∆ = < ∆ =

∂ ∂∂ ∂
∆ = ∆ ∆ − ∆ >

	 (26)

Из равенств (16, 17) следует, что 1 20, 0,∆ < ∆ < если 
1, 1.α γ< <  

Запишем детерминант матрицы Гессе 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 12 2 21 1 1b x x b x x b x xγ γ γα α αα α γ γ α γ αγ α γ− − −− − −∆ = − − − = − − 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 12 2 21 1 1b x x b x x b x xγ γ γα α αα α γ γ α γ αγ α γ− − −− − −∆ = − − − = − − . Учитывая ограничения на 

параметры ,α γ  для выполнения условия (13), получаем 

следующее: 0,∆ > если 1 0.α γ− − >
Исходя из сказанного выше, функция Кобба – Дугласа 

будет удовлетворять всем требованиям, которые выдви-
гаются для производственных функций, при следующем 
ограничении: 0, 0, 1.α γ α γ> > + <

Проанализированные  условия  существования отно-
сятся к дифференциальным свойствам ПФ. Интегралы от 
производственных функций используют в практике эконо-
мического анализа значительно реже. В работе [3, с. 389–
391] приведен пример применения интегральных свойств 
ПФ для экономического факторного анализа. 

Пусть ПФ имеет вид 1 2( , ),Y f x x=   при условии взаим-
ной  независимости переменных.  Пусть с учетом фактора 
времени эта зависимость примет вид 1 2( ) ( ( ), ( )).Y t f x t x t=
Тогда на интервале 

2 1,t t t∆ = −  1 20 t t≤ < < ∞

приращение Z∆ можно, в соответствии с работой [3], 
представить в виде:

	

( )( )

1
,

n
uu

xi
i

Y A
=

∆ = ∑ 	 (27) 

где:         

	

, 1,2, ... .
q

i

ip

f dx
Axi dt i n

x dt
∂

= =
∂∫   	 (28)

 В условии (26)      верхний индекс обозначает условное 
обозначение анализируемой (ПФ), в условии  (27) символы 
p и q обозначают нижнюю и верхнюю границы временно-
го интервала, на котором анализируется соответствующая 
ПФ.  

Примем, что в нашем случае n = 2.
В соответствии с работой [3], без ограничения общно-

сти примем, что:

	 1 2( ) , ( ) .x t bt x t ctα γ= = 	 (29)

Тогда условие (28), не что иное, как формула для вы-
числения криволинейного интеграла [9]. Теоретическое 
обоснование такого метода факторного экономического 
анализа дано в работах[10; 11].  

Для функции 3Y , записанной в виде (3), условие (27) 
примет вид:

	
( )3(3) (3)

1 2 1 21 12 2( ) ( ).x xY A A a b t t a c t tγ γα α∆ = + = − + − 	 (30) 

Для функции 4Y , записанной в виде (4), получим сле-
дующие выражения:

	

( )4 2 2 2 0
11 ( ) ( ),x

a bc
A a b p q q pα γ α γ α λα

α γ
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+
	 (31)
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α γ
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+
    	 (32)

	
( )4(4) (4)

1 2 .x xY A A∆ = + 	   (33)
Для функций вида (5)–(9) аналогичные задачи могут 

быть решены только численными методами.
Для функции вида (5) получим следующие, необходи-

мые в процессе численного интегрирования выражения:
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Для функции вида (6) получим выражение, необхо-
димое  для  численного интегрирования оценки вкладка 
фактора x1  :
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Для этой же функции выражение для оценки вклада 
фактора x2  получено в виде:
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(38)
Для ПФ вида (7) получим условия (28) в виде: 
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Полученные результаты могут быть использованы 
в  следующих случаях: при формулировании ограничений  
в процессе идентификации производственных функций 
и   при проведении экономического факторного анализа 
с  их применением.   

Выводы
1. Поставлена и частично решена задача определения 

свойств  производственных функций как математи-
ческих  объектов.
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2. Определены ограничения на параметры производ-
ственных функций, обеспечивающие сохранение 
содержательного  смысла задачи.

3.  Для применения производственных функций в  эко-
номическом факторном анализе получены  их кри-
волинейные интегралы по заданным контурам.  


