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Математичні методи та моделі в економіці
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МІЖГАЛУЗеВІ БАЛАНСОВІ МОДеЛІ БАГАТОУКЛАДНОї еКОНОМІКи
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Вступ. одним з найбільш важливих економічних 
об’єктів є виробничий сектор економіки, що представляє 
складну систему міжгалузевих зв’язків. для аналізу і пла-
нування виробництва та розподілу продукції на різних 
рівнях  – від національної економіки до окремого підпри-
ємства – застосовуються міжгалузеві балансові моделі лі-
нійного типу, що базуються на статичній моделі «витрати-
випуск» в. леонтьєва [1]:

 , 0, 0,x Ax y x y= + ≥ >  (1)

де    ( )1 2, , ..., T
nx x x x=  – вектор повного випуску продукції, 

( )1 2, , ..., T
ny y y y=  – вектор кінцевого випуску продукції, 

1( ) 0n
ijA a= ≥  – технологічна матриця коефіцієнтів пря-

мих виробничих витрат продукції.
вказана модель є основою побудови відомих таблиць 

«витрати-випуск», які є одним з ключових елементів сис-
теми національних рахунків, що складаються в більше ста 
країн світу [2]. Завдяки потужним аналітичним можливос-
тям таблиці «витрати-випуск» називають «фотографією еко-

номіки», а модель леонтьєва – найбільш комплексною чис-
ловою моделлю національної економіки, що протягом ба-
гатьох десятиліть активно використовується в економічних 
дослідженнях і світовій практиці управління економікою.

російський вчений С. глазьєв [3] розробив концепцію 
технологічних укладів, що є вдалим поєднанням інвести-
ційних та інноваційних ідей й. Шумпетера при дослідженні 
довгострокової макроекономічної динаміки.

на думку автора даної концепції, в технологічній 
структурі економіки можна виділити групи технологічних 
сукупностей, що пов’язані між собою однотипними техно-
логічними ланцюгами, – технологічні уклади. кожний та-
кий уклад є цілісним і стійким утворенням, в межах якого 
здійснюється замкнутий цикл, включаючи видобуток та 
одержання первинних ресурсів, що задовольняють відпо-
відний тип суспільного споживання.

у даний час загальновизнаною є точка зору про існу-
вання шести технологічних укладів. на сьогоднішній день 
в розвинених країнах домінують технології п’ятого укладу 
і  формуються технології шостого технологічного укладу.
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у вітчизняній економіці домінантним є виробництво 
третього та четвертого технологічних укладів, які в своїй 
більшості мають низьку наукоємність. випуск продукції по 
укладах має таку структуру: 3-й уклад – 57,9%, 4-й – 38%, 
5-й – 4%, 6-й – 0,1% [4].

концепція технологічних укладів передбачає заміну 
галузевого розподілу національної економіки на розподіл 
за технологічним принципом. Пріоритетним стає не роз-
ширення певних галузей, а розвиток високих технологій 
у  всіх галузях. кожному технологічному укладу притаманні 
свої провідні технології, що складають його ядро.

Постановка завдання. о. гранберг, який присвя-
тив багато робіт моделі «витрати-випуск», відзначав, що 
в. леонтьєв ніколи не відмовлявся від розширення та 
певного ускладнення самої базової моделі, яку викорис-
товував лише як основний модуль для цілісної економіко-
математичної конструкції. Поряд з «класичними», чисто 
балансовими моделями, з’являються міжгалузеві оптимі-
заційні моделі та моделі економічної взаємодії, інтегровані 
моделі національної економіки, еколого-економічні балан-
сові моделі, що включають як особливий блок удосконале-
ну модель «витрати-випуск» [2].

наприклад, якщо економіка країни складається з  n 
галузей, але кожна галузь здійснює випуск продукції m тех-
нологічними способами, то для такої економіки міжгалузе-
ву модель (1) можна узагальнити таким чином:

 
( )( )1 2 1 2, , ..., , , ..., ,

TT T T
m mx A A A x x x y= +   (2)

де 1 2 ... mx x x x= + + +  – агрегований повний випуск про-
дукції;

y – агрегований кінцевий продукт; 
1 2, , ..., mA A A  – технологічні матриці коефіцієнтів пря-

мих витрат кожного з m технологічних способів.
вперше подібну до (2) модель на випадок двох техноло-

гічних укладів (одночасного їх існування) запропоновано в 
роботі [5], однак подальшого розвитку вказана ідея не набула.

у роботі [6] m-укладну закриту економіку запропоно-
вано представити як суму окремих укладів, для кожного 
з  яких записують свої міжгалузеві моделі

 , 0, 0, 1,2, ..., ,k k k k k kx A x y x y k m= + ≥ > =     (3)

де ky  – вектор кінцевої продукції k-го технологічного 
укладу. При цьому

 1 2 1 2... , ... .m mx x x x y y y y= + + + = + + +  (4)

тоді міжгалузевий баланс багатоукладної закритої еко-
номіки можна записати так:

1 1 1
,

m m m

k k k k
k k k

x A x y
= = =

= +∑ ∑ ∑

 0, 0, 1,2, ..., ,k kx y k m≥ > =  (5)
що є узагальненням класичної моделі (1).

у зв’язку з можливістю представлення міжгалузевої 
багатоукладної економіки (2) у вигляді (3) – (4) виникає 
таке наукове завдання – з’ясувати, які економічні задачі ви-
никають в багатоукладній економіці і як вони можуть ви-
рішуватись.

Результати дослідження. основною задачею багато-
укладної економіки є порівняння економік окремих техно-
логічних укладів, вибір з них найбільш ефективної в умовах 
існуючих ресурсних обмежень, а також з’ясування магі-
стрального розвитку багатоукладної економіки. у зв’язку 
з  цим розглянемо спочатку статичний випадок, а потім 
динамічний випадок.

1. Статичний випадок. отже, розглянемо статичну 
балансову модель багатоукладної економіки у вигляді (3), 
(4). Будемо вважати, що всі технологічні матриці коефіці-
єнтів прямих витрат 0,kA ≥  1,2, ...,k m=  є продуктивними 
[7], тобто існують невід’ємні обернені матриці

 ( ) 1 0.kI A −− ≥  (6)

тоді співвідношення (3) можуть бути записані у вигляді

      ( ) 1 ,k k kx I A y−= −  0, 0, 1,2, ..., .k kx y k m≥ > =     (7)

нехай ( )1 2, , ..., 0k k k knp p p p= >  – вектор цін продукції 
k-го технологічного укладу. Після множення рівнянь (3) зліва 
на вектор-рядок pk одержимо баланс вартостей k-го укладу

 , 1,2, ..., .k k k k k k kp x p A x p y k m= + =  (8)

у збалансованій економіці ,k k k kp y r x=  де 
( )1 2, , ..., 0k k k knr r r r= >  – коефіцієнти доданої вартості. тому 

співвідношення (8) можна записати у вигляді
, 1,2, ..., ,k k k k k k kp x p A x r x k m= + =

або

 ( ) 0, 1,2, ..., .k k k k kp p A r x k m− − = =   (9)

оскільки (9) повинно виконуватись при будь-яких 
0,kx ≥  1,2, ..., ,k m=  то це можливо лише при умові, що

 , 1,2, ..., .k k k kp p A r k m= + =  (10)

Співвідношення (3) та (10) можна розглядати як прямі 
та двоїсті часткові моделі багатоукладної економіки. При 
заданих векторах kp  та kr , 1,2, ...,k m=  з (3) та (10) можна 
знайти обсяги виробництва та ціни продукції відповідних 
технологічних укладів.

Порівнювати вектори xk та вектори kp , 1,2, ...,k m=  
можна, але отримати при цьому якийсь загальний результат 
складно. необхідно перейти до агрегованих показників.

у роботі [8] запропонована методика агрегування мо-
делі міжгалузевого балансу за допомогою вектора рівно-
важних цін. коротко ця методика для агрегування в єдиний 
продукт полягає в такому. нехай 0p >   шуканий вектор 
агрегування моделі (1). тоді маємо

 .px pAx py= +  (11)
тут px X=  – агрегований повний випуск (ввП), 

py Y=   – кінцевий продукт. отже,

 .X pAx Y= +   (12)
водночас агрегований в один продукт баланс має вигляд

 X aX Y= +  (13)
або

 ,X apx Y= +  (14)
де   0a >  – коефіцієнт прямих матеріальних витрат.
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вимога точного агрегування pAx apx=  або 
( ) 0p A aI x− =  приводить до двох висновків:

1) для будь-якого вектора 0x >  буде ( ) 0p A aI− = , 
звідки 0Aa λ= >  – корінь Фробеніуса (найбільше власне 
число) матриці А, 0Ap p= >  – лівий власний вектор, що 
відповідає власному числу Aλ  [7];

2) для будь-якого вектора 0p >  буде ( ) 0,A aI x− = , 
звідки 0,Aa λ= > , 0Ax x= >  – правий власний вектор.

таким чином, частковий міжгалузевий баланс (3) при-
водить до такого висновку: корінь Фробеніуса 

kAλ  харак-
теризує коефіцієнт прямих матеріальних витрат k-го техно-
логічного укладу, а лівий власний вектор 

kAp  характери-
зує рівноважний вектор цін k-го технологічного укладу.

При цьому потрібно враховувати той факт, що величи-
ни 

kAλ  та 
kAp  характеризують ідеальний стан збалансова-

ності економіки, структура якої описується технологічною 
матрицею kA . у реальності, завдяки відхиленню реальних 
цін від рівноважних коефіцієнт прямих матеріальних ви-
трат дещо більший від ідеального стану 

kAλ .
іншою задачею управління багатоукладною еконо-

мікою є задача найбільш раціонального використання 
існуючих технологічних укладів при наявних обмежених 
ресурсах. таким ресурсом, зокрема, може бути праця (ро-
боча сила).

нехай ( )1 2, , ..., 0k k k knl l l l= >  – відомий вектор трудо-
ємностей при випуску продукції ( )1 2, , ..., 0T

k k k knx x x x= ≥  
k-им технологічним укладом, L – наявний загальний обсяг 
трудового ресурсу. далі, нехай ( )1 2, , ..., 0k k k knc c c c= >  – ві-
домий вектор корисності одиничного кінцевого випуску 
продукції k-им технологічним укладом.

тоді оптимальним управлінням багатоукладної еконо-
міки є розв’язок задачі

1
max,

m

k k
k

c y
=

→∑

, 1,2, ..., ,k k k kx A x y k m= + =

 
1

,
m

k k
k

l x L
=

≤∑  (15)

0, 0, 1,2, ..., .k kx y k m≥ ≥ =

Звільняючись в оптимізації задачі (15) від змінних xk 
згідно з формулою (7), одержуємо таку задачу лінійного 
програмування:

1
max,

m

k k
k

c y
=

→∑

       
( ) 1

1
,

m

k k k
k

l I A y L−

=
− ≤∑  (16)

0, 1,2, ..., .ky k m≥ =
Задача лінійного програмування (16) має mn змінних 

та n обмежень. Згідно із загальною теорією лінійного про-
грамування не вироджена задача (16) в оптимальному 
розв’язку має лише n ненульових змінних, що означає, що 

кожний вид продукції буде випускатись лише одним техно-
логічним способом. Подібна інформація може бути корис-
ною для управління багатоукладною економікою. недолі-
ком цієї задачі є те, що тут не враховують інші обмеження, 
крім трудових ресурсів.  

2. Динамічний випадок. як відомо [7], статичній моде-
лі міжгалузевого балансу (1) відповідає динамічна модель

 , 0, 0, 0,x Ax Bx c x x c= + + ≥ ≥ >    (17)
де   x(t)  – вектор валового випуску, 

c(t) – вектор споживання,
( )x t  – вектор приросту валового випуску (похідна по 

часу t),
A – матриця коефіцієнтів прямих матеріальних витрат,
B – матриця коефіцієнтів капіталоємності продукції. 
у роботі [9] запропонована методика побудови двоїс-

тої моделі для прямої моделі (17), а також проведено до-
слідження магістральної траєкторії для (17) в залежності 
від тієї чи іншої динамічної гіпотези. коротко нагадаємо ці 
результати.

Помножимо зліва співвідношення (17) на вектор-
рядок цін p(t). одержимо вартісний баланс

 .px pAx pBx pc= + +  (18)

Приймемо дві гіпотези відносно функціонування еко-
номіки:

1) статична гіпотеза: pc rx=  (баланс створеної та до-
даної вартостей);

2) динамічна гіпотеза: pBx pBx=   (створення нових 
потужностей досягається за рахунок підняття цін на про-
дукцію).

тоді співвідношення (18) приймають вигляд
px pAx pBx rx= + +

або
( ) 0,p pA pB r x− − − =

звідки для будь-яких x ≥ 0 одержуємо

 , 0, 0, 0.p pA pB r p p r= + + ≥ ≥ >   (19)

модель (19), що описує динамічну ціну, є двоїстою по 
відношенню до прямої моделі (18), що описує динаміку об-
сягів продукції.

магістраль динамічної моделі (17) – це структура 
(співвідношення компонентів вектора валового випуску), 
що відповідає максимальному темпу збалансованого еко-
номічного зростання. відповідно, магістраль динамічної 
моделі (19) – це структура вектора цін, що відповідає мак-
симальному темпу збалансованого зростання цін.

виходячи з такого визначення магістралі, процедуру 
одержання магістральної траєкторії здійснюємо таким 
чином: досліджуємо розв’язок однорідного рівняння (17) 
у  вигляді ,te xλ  де 0x >  – шукана структура; далі дослі-
джуємо частковий розв’язок неоднорідного рівняння (17) 
при заданому ,tc e cµ=  де 0c >  – відоме; після цього ро-
бимо висновок про існування магістралі та її темп зрос-
тання.

Після підстановки в рівняння (17) 0c ≡  та ( ) tx t e xλ=  
одержуємо співвідношення
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 ,x Ax Bxλ= +  (20)
звідки маємо

( ) 1 1 0,I A B I xλ− − − − = 

де 1( ) 0, 0.I A B x−− ≥ >
Звідси робимо висновок, що

 
1 1

1
( ) ( ), .I A B I A Bx xλ λ − −
−

− −= =   (21)

легко перевірити, що додатній частковий розв’язок 
рівняння (17) при ,tc e cµ=  0c >  існує лише при 

1
1

( ) .I A Bµ λ −
−

−<  отже, максимальний темп зростання і магі-
страль для динамічної моделі (17) дається співвідношення-
ми (21).

аналогічні результати одержуються при дослідженні 
двоїстої динамічної моделі (19), а саме

 
1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ), .B I A I A B B I Ap pλ λ λ− − −

− −
− − −= = =  (22)

таким чином, динамічні міжгалузеві моделі (17) та (19) 
характеризуються тим, що їх магістральні траєкторії мають 
один і той же темп зростання, а магістралі визначаються 
правим та лівим власними векторами відповідних матриць.

Перенесемо описані результати на випадок багато-
укладної економіки. При цьому k-й технологічний уклад 
описується прямою динамічною моделлю

 , 0, 0, 0k k k k k k k k kx A x B x c x x c= + + ≥ ≥ >     (23)

та двоїстою моделлю

 , 0, 0, 0.k k k k k k k k kp p A p B r p p r= + + ≥ ≥ >     (24)

темп зростання магістральної траєкторії k-го техноло-
гічного укладу має вигляд

 ( ) 1
1 ,

k k
k I A B

λ λ −
−

−
=  (25)

магістралі обсягів виробництва

 ( ) 1
k k

k I A B
x x −−

=  (26)

та магістралі цін

 ( ) 1 .
k k

k B I A
p p −−

=  (27)

Порівнюючи величини (25) при 1,2, ...,k m=  знаходи-
мо технологію (технологічний уклад), що має найефектив-
нішу довгострокову динаміку.

Висновки. таким чином, в даній роботі запропонова-
ні та досліджені статичні та динамічні міжгалузеві моделі 
багатоукладної економіки. аналізуються моделі міжгалузе-
вих балансів окремих технологічних укладів. технологічні 
уклади порівнюються за коефіцієнтами прямих матеріаль-
них витрат, за темпами магістрального розвитку та струк-
турами магістралей.

актуальною залишається апробація отриманих те-
оретичних результатів на статистичних даних економіки 
україни.
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